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内容提要

! 张量运算的基本法则

! 应力分析

! 应变分析
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统计课程学习背景

! 弹塑性力学

! 材料行为分析

! 有限元（弹性力学及有限元基础）

! 单元、求解

! 程序结构力学（结构矩阵分析）

! 编程
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向量的表示方法
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字母表示法

! 箭头

! 黑体字

av b
v

a, b 
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坐标表示法

kajaia zyx ++=a

222
zyx aaa ++=a
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矩阵表示法
















=

z

y

x

a
a
a

a
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向量的数乘

ab k=
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向量的和与差

kajaia zyx ++=a  

kbjbib zyx ++=b  

kbajbaiba zzyyxx )()()( +++++=+ ba

kbajbaiba zzyyxx )()()( −+−+−=− ba
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向量的点积

θcosbaba =⋅

{ } { }baba T=⋅
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向量的叉积

θsinbac =

bac ×=

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

=×ba
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向量的夹角

ba
baba, ⋅

=)cos(  

ba
ba

ba,
×

=)sin(  
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3个向量的混合积

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

=×⋅ )( cba
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字母标记法
zyx ,,

321 ,, xxx

ix

333231232221131211 ,,,,,,,, σσσσσσσσσσ =ij
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求和约定

ii
i

ii xaxaxaxaxaS ==++= ∑
=
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1
332211

ijij SSJ
2
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2 =  
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23
2

32
2

31
2

21
2

13
2

12
2

33
2

22
2

11 SSSSSSSSS ++++++++=

3
3

2
2

1
1

, dx
x

dx
x

dx
x

dxii ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕϕϕϕ

某一项的一个标号重复
时，就表示将标号轮换
取1，2，3时所得的各
向之和
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注意

! 哑标变换字母标号时并不改变其含义

! 有括号的运算要特别注意

mmjjii bababa ==

ninjij xaxa =

2
33

2
22

2
11

2 aaaaii ++=

2
332211

2 )()( aaaaii ++=
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自由标号

! 不重复出现的标号称为自由标号









++=
++=
++=

==

3332321313

3232221212

3132121111

xbxbxba
xbxbxba
xbxbxba

xba ijij
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ijδ





≠
=

=
ji
ji

ij  if 0
 if 1

δ

[ ]















=

100
010
001

ijδ

Kronneker Delta



3

清华大学研究生课程��《钢筋混凝土有限元》

相关运算

3=== jjiiijij δδδδ

ikjkij δδδ =

jjiiijij aaa ==δ

iijj aa =δ

ijji δ=⋅ ee
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置换符号 ijke

1312231123 ＝＝＝ eee








−=
如果下标重复

如果下标为逆循环

如果下标为顺循环

 0
 1

 1

ijke

1132321213 ＝－＝＝ eee

0122322113 ＝＝＝ eee

1

23
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相关运算

321

333231

232221

131211

tsrrst aaae
aaa
aaa
aaa

=








−=×

为非循环当

为逆循环当

为顺循环当

ijk
ijk
ijk

k

k

ji

            0
       

          
e

e
ee

kijkji e eee =×
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空间坐标转换

! 假设在空间中存在一个坐标系ei
! 同时存在另一坐标系ei�
! 那么

! l1i为ei�在ei中的方向余弦

iielelelele 13132121111' =++=

x2

x1

x3

x1�

x2�

x3�
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向量，一阶张量

'' iiii eueu ==u

ijij 'luu =
































=

















'
'
'

3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

u
u
u

lll
lll
lll

u
u
u

定义：向量由3个
分量确定，在坐标
轴转动时，其分量
服从坐标转轴公式
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二阶张量

njmimnij l'laa =

坐标系中xi有一个量具有9个分量aij，坐标转动后

得到新的坐标系xi�，该量的9个分量变为aij�
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张量相等

! 如果张量中的各个分量一一相等，则

ijij ba =
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张量加减与数乘

! 张量的加减为各个分量逐个加减运算

! 张量的数乘为张量的各个分量分别乘以
系数
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张量的并乘与张量的外积

{ }















=
















==

332313

322212

312111

321

3

2

1

bababa
bababa
bababa

bbb
a
a
a

jibaab

ijkkij dba =
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张量的缩并与张量的点积

cbabababa ii =++= 332211

ijkjik cba =

ijijbac == b:a
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一点应力的表示方法

















zzyzx

yzyyx

xzxyx

σττ
τστ
ττσ

[ ]















=

333231

232221

131211

σσσ
σσσ
σσσ

σ ij



























=


















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





31

23

12

33

22

11

σ
σ
σ
σ
σ
σ

τ
τ
τ
σ
σ
σ

zx

yz

xy

z

y

x
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任意斜截面上的应力










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




































=

















333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

'''
'''
'''

lll
lll
lll

lll
lll
lll

σσσ
σσσ
σσσ

σσσ
σσσ
σσσ

jnimijmn llσσ ='
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主应力

! 在某个坐标下，剪应力为零








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




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


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清华大学研究生课程��《钢筋混凝土有限元》

应力状态不变量
















=

































−
−

−

0
0
0

3

2

1

333231

232221

131211

l
l
l

σσσσ
σσσσ
σσσσ

3322111 σσσ ++=I  

2
31

2
23

2
123311332222112 σσσσσσσσσ −−−++=I  

2
1233

2
3122

2
23113123123322113 2 σσσσσσσσσσσσ −−−+=I  

032
2

1
3 =−+− III σσσ

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

σσσσ
σσσσ
σσσσ
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应力偏量

33
1332211 I

m =++= σσσσ

















−
−

−
=−=

m

m

m

ijmijijS
σσσσ

σσσσ
σσσσ

δσσ

333231

232221

131211
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应力偏量不变量

0=− ijmij SS δ

032
2

1
3 =−−− JSJSJS

03322111 =++= SSSJ  

2
31

2
23

2
123311332222112 SSSSSSSSSJ +++−−−=  

2
1233

2
3122

2
23113123123322113 2 SSSSSSSSSSSSJ −−−+=  
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主应力的求解方法（1）

! 用三次方程求根公式

032
2

1
3 =−−− JSJSJS
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主应力的求解方法（2）
! 等代三角形法

θcosrS =  

0coscos 3
3

2
23 =−−

r
J

r
J θθ  









=

=

4
3cos

4
3

3
3

2
2

θ
r
J
r
J

   










=

=

3
3

2

43cos

3
4

r
J

Jr

θ
 

3
)

3
2cos(

)
3
2cos(

cos

3
2 12

3

2

1

3

2

1 IJ

S
S
S

m +



























+

−=+















=

















πθ

πθ
θ

σ
σ
σ
σ

 

便于手算

2
31

2
23

2
123311332222112 SSSSSSSSSJ +++−−−=  

2
1233

2
3122

2
23113123123322113 2 SSSSSSSSSSSSJ −−−+=
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主应力的求解方法（3）

! 求应力矩阵特征值方法

通用的数学软件库里面都有计算特
征值的函数，可以直接使用
















=

































−
−

−

0
0
0

3

2

1

333231

232221

131211

l
l
l

σσσσ
σσσσ
σσσσ
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例如

! Fortran IMSL

DEVCSF(3, SIG, 3, EVAL, EVEC, 3)

















333231

232221

131211

σσσ
σσσ
σσσ

3

2

1

















σ
σ
σ





















333231

232221

131211

lll
lll
lll双

精
度
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应力圆
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罗德参数

31

312

31

312

1

2 22
ss
sss

MP
MP

−
−−

=
−

−−
==

σσ
σσσµσ

1  ,0  ,0 132 −=>== σµσσσ  单拉 

0 ,  ,0 312 =−== σµσσσ   纯剪 

1  ,0  ,0 132 =<== σµσσσ   单压 
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Haigh-Westergaard空间

mσξ 3= 22J=ρ 2/3
2

3

2
333cos
J
J

=θ
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八面体正应力与剪应力

moct
I σσ ==
3
1

23
2 Joct =τ
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J2的相关代表应力

( ) ( ) ( )213
2

32
2

212 2
13 σσσσσσσ −+−+−== J

等效应力

等效剪应力

( ) ( ) ( )213
2

32
2

212 6
1 σσσσσσ −+−+−== JT
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应力不变量之间的关系

平均应力

八面体应力

几何参数

应力偏量不变量

应力不变量

主应力偏量

主应力

关系符号参数

1σ , 2σ , 3σ

1s , 2s , 3s 3
1Is ii −=σ

1I , 2I , 3I 3211 σσσ ++=I 3123212 σσσσσσ ++=I 3213 σσσ=I

1J , 2J , 3J 2

2
1

2 3
IIJ −= 3

21
3
1

3 327
2 IIIIJ +−=

ξ , ρ , θ 3
1I=ξ 22J=ρ 2/3

2

3

2
33

arccos
3
1

J
J

=θ

octσ , octτ moct
I σσ ==
3
1 23

2
Joct =τ

mσ , mτ 3
1
I

m =σ 25
2 Jm =τ
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应变分析: 拉格朗日描述

x1, x2, x3

x1+dx1, x2 +dx2, x3 +dx3

x1+u1, x2 +u2, x3 +u3

x1 +dx1 +u1 + du1, x2 +dx2 
+u2 +du2, x3 +dx3+u3 +du3

2
3

2
2

2
1 dddd xxxS ++=

( ) ( ) ( )233
2

22
2

11 dddddd'd uxuxuxS +++++=
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全微分

3
3

1
2

2

1
1

1

1
1 dddd x

x
ux

x
ux

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

3
3

2
2

2

2
1

1

2
2 dddd x

x
ux

x
ux

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

3
3

3
2

2

3
1

1

3
3 dddd x

x
ux

x
ux

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

jjii xuu ,d =
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31
3

3

1

3

3

2

1

2

3

1

1

1

3

1

1

3

32
3

3

2

3

3

2

2

2

3

1

2

1

3

2

2

3

21
2

3

1

3

2

2

1

2

2

1

1

1

1

2

2

1

33

2

3

3

2

3

2

2

3

1

3

1

22

2

2

3

2

2

2

2

2

1

2

2

11

2

1

3

2

1

2

2

1

1

1

122

dd

dd

dd

dd
2
12

dd
2
12

dd
2
12d'd

xx
x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

xx
x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

xx
x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

xx
x
u

x
u

x
u

x
u

xx
x
u

x
u

x
u
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拉格朗日应变
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应变分析: 欧拉描述

x1, x2, x3

x1+dx1, x2 +dx2, x3 +dx3

x1+u1, x2 +u2, x3 +u3

x1 +dx1 +u1 + du1, x2 +dx2 
+u2 +du2, x3 +dx3+u3 +du3

x1, x2, x3

x1 +dx1, x2 +dx2, x3 +dx3

x1-u1, x2 -u2, x3-u3

x1 +dx1 -u1 - du1, x2 +dx2 -
u2 - du2, x3 +dx3 - u3 - du3
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欧拉应变
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柯西小应变张量
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注意与工程应变的区别
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柯西应变的几何意义
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柯西应变与工程应变
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其他概念

! 自学

! 应变张量不变量

! 应变偏量，应变偏量不变量

! 八面体剪应变，八面体正应变

! 等效应变

! 等效剪应变
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应变的可加性
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对数应变
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作业

! 已知

求主应力，主应力不变量，偏应力不变量
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