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基于多点位移控制的推覆分析算法 
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摘  要：该文提出了静力推覆分析的一种新的数值方法，通过引入位移刚性约束来保持恒定推覆侧力分布，实现

基于位移控制的推覆分析。首先基于虚功原理对引入位移刚性约束实现保持恒定推覆侧力分布进行了论证，在理

论上证明了该方法既适用于弹性结构，也适用于弹塑性结构。随后，以通用有限元程序 MSC.MARC 为例，介绍

了如何实现基于多点位移控制的推覆分析。最后，通过算例对比，说明该文建议方法在计算结构复杂非线性特别

是软化过程中的突出优势，即能够获取结构从弹性阶段到完全失去水平承载力的全过程，为全面认识结构的静力

推覆性能，特别是为结构的倒塌分析，提供了有力工具。 
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中图分类号：TU311.4    文献标识码：A 

A PUSHOVER ANALYSIS ALGORITHM BASED ON MULTIPLE POINT 
CONSTRAINTS 

HUANG Yu-li1 , LU Xin-zheng2 , *YE Lie-ping2 , SHI Wei2 

(1. Department of Civil and Environmental Engineering, University of California, Berkeley, CA 94720, US;  
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Abstract:  This paper proposes a new numerical method for pushover analysis. By using multiple point 
constraints, the lateral force distribution is maintained and displacement-controlled pushover analysis is achieved. 
The method is derived from the principle of virtual work and the rigidity of multiple point constraint. It is 
applicable to both elastic and inelastic structures. The proposed pushover analysis method can be implemented 
with user-defined subroutine interfaces of finite element software MSC.MARC. The outstanding performance of 
the method is then demonstrated using monotonic and cyclic pushover analysis of reinforced concrete structures. 
The evolution of deterioration from onset to eventual member and structural failure can be tracked, suggesting 
that the proposed method is a powerful tool offering complete pictures and considerable insight into pushover 
performance and collapse mechanism of structures. 
Key words:  pushover analysis; multiple point constraint; displacement control; principle of virtual work; 
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作为实现结构基于性能抗震设计和评估的重

要工具，静力推覆分析(Pushover Analysis[1])是一种

计算比较简单而又能反映整体结构抗震性能和抗

震能力的方法[2―3]。静力推覆分析以能够反映结构

地震作用的侧力模式逐渐施加水平地震作用，获得

整体结构的抗震能力，可以对结构中的关键单元或

重要构件的变形作近似估计，并可发现一些不利于

整体结构抗震的因素(如承载力或刚度突变等)，找

到结构可能的变形集中位置、构件塑性铰的发展次

序，以及整体结构能否实现预期的破坏机制等。 
为了得到整体结构的完整性能曲线，往往需要

将结构推覆到下降段(软化段)，而当前静力推覆分

析遇到的最大的数值困难是：当结构进入软化阶

段，需要等比例的降低荷载。如果下降段是整体结

构的软化，例如结构的整体屈曲，采用弧长法

(Arc-Length Method[4―5])进行求解就能够快速有效

的得到计算结果[6]。但如果下降段是由于结构的局

部失效引起的，例如混凝土的开裂、压碎，或者钢

筋拉断，那么平衡路径就可能会有“跳跃”或者“突

变”，不再光滑连续变化。此时弧长法在求解上就

会遇到很大困难。而与控制荷载相比，控制位移可

以提高求解的稳定性[7]。但是在静力推覆分析中，

由于结构中不同部位非线性程度的差异，使满足荷

载比例关系所对应的多点位移并不能在分析前预

先知道，所以不能简单的采用位移控制的方式进行

加载。这给静力推覆方法在结构强非线性阶段和结

构倒塌问题中的研究带来了很多困难。针对该问

题，本文采用了一种基于多点位移控制的推覆分析

方法，该方法在原有结构模型中引入一个能够使荷

载分布保持恒定比例关系的位移约束[8]，通过位移

控制的方式进行恒定推覆侧力分布的推覆分析，从

而大幅度提高了分析的数值稳定性。本文首先介绍

多点位移控制推覆分析方法的理论，而后以通用有

限元程序 MSC.MARC 为例，介绍该方法的具体实

现，并通过典型算例的推覆分析结果，以及与弧长

法分析结果的对比，说明本文提出的多点位移控制

推覆分析方法的优势。 

1  分析理论 

如果一个结构上一共有N个自由度需要施加比

例为(p1∶p2∶…∶pN)的荷载，则对该结构增加以下

位移约束方程。通过约束这 N 个自由度位移，使对

应的荷载 (F1∶F2∶…∶FN)满足比例关系 (p1∶

p2∶…∶pN)[8]： 

( ) 0( ) 0i i ip d p d− =∑ ∑         (1) 

其中：pi 是第 i 个自由度上施加荷载的比例系数；

di 是第 i 个自由度的位移；d0 是新增约束方程引入

自由度的位移，可以看作加载自由度位移的加权平

均值，即由式(1)变换得： 

0
( )i i

i

p d
d

p
= ∑
∑

             (2) 

式中，各自由度的位移 di对应的权重为该自由度的

荷载比例系数 pi。 
现证明如下：对这 N 个自由度位移 d1, d2,…,dN

及新引入自由度位移 d0分别引入虚位移 δdi 及 δd0，

则由虚功原理可得： 

0 0 ( ) 0i iF d F dδ δ+ − =∑        (3) 

其中：Fi 是约束施加在原有结构上的荷载；(−Fi)和
F0 分别是 di 和 d0 上约束所受的外力。因为约束是

刚性的，所以式(3)右端内力所做的虚功为零。虚位

移 δdi 和 δd0应该满足约束方程式(1)，因此有： 

( ) 0( ) 0i i ip d p dδ δ− =∑ ∑       (4) 

由式(3)和式(4)消去 δd0 可得： 

( ){ }0 0i i i ip F p F dδ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∑ ∑     (5) 

注意到 di 是加载自由度位移，要使式(5)对任意大小

的虚位移 δdi恒成立，则 δdi 对应的系数必须全部为

零，即： 

( )0 0   i i ip F p F i− = ∀∑         (6) 

如果 0ip∑ ≠ ，则可以进一步推出约束作用 Fi

的比例关系如下： 
1F ∶…∶ NF = 1p ∶…∶ Np        (7) 

所以，如果位移约束方程式(1)成立，则荷载

(F1∶…∶FN)就始终满足(p1∶…∶pN)的比例，也即

保持恒定的荷载分布。 
以上分析表明，只要在原有结构上增加位移约

束方程式(1)，就能保证推覆分析中保持恒定侧力分

布。特别有用的是，d0自由度上不但能直接施加荷

载，也能通过控制位移的方式进行加载，从而有效

的提高了加载的灵活性和数值稳定性。以上分析的

理论前提是虚功原理和刚性位移约束，这两个前提

与原结构的特性无关，所以本方法对弹性和弹塑性

结构均适用。(本文附录通过一个简单线弹性算例和

一个简单弹塑性算例介绍了该方法的具体计算步

骤，以便于读者理解。) 
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2  在有限元程序中的实现 

下面以通用有限元程序 MSC.MARC 为例介绍

本文建议方法的具体实现，其他有限元程序可以根

据方程式(1)或式(2)定义位移约束。MSC.MARC 程

序提供了一系列用户二次开发子程序功能，其中通

过编写用户子程序 UFORMS 定义约束矩阵[S]，可

以将某一节点(称为被约束节点)的任意一个自由度

的位移，与其他若干个节点(称为约束节点)的任意

位移建立线性组合关系，即[9]： 
C R{ } [ ]{ }u u= S               (8) 

式中： C C C T
1{ } { , , }Mu u u= ； R R1 R1

1{ } { , , ,Mu u u=  
R R T
1, , , }N N

Mu u ； C
ju 为被约束节点的第 j 个自由

度的位移； Ri
ju 为第 i 个约束节点第 j 个自由度的位

移，每个节点共有 M 个自由度，约束矩阵[S]为节

点位移之间的关系，共 M 行 M×N 列。如果每个节

点只有一个自由度，则式(1)或式(2)对应于以下[S]
约束矩阵： 

R
1C

1 1
( ) 1[ ] [ , , ]

i
i

N
i i

p u
u p p

p p
= ⇔ =∑

∑ ∑
S  (9) 

在 UFORMS 子程序中，只需给矩阵[S]中相应

元素赋值为各个推覆分析加载节点的归一化荷载

比例 ( )/i ip p∑ ，即可在 MSC.MARC 中实现式(1)

的约束关系。有关 UFORMS 子程序的详细编写方

法，参考文献[10]做了详细介绍。然后在计算分析

中对被约束节点{uC}施加适当的位移荷载，就能实

现基于位移控制的推覆分析，直至整体结构完全破

坏，从而获得整体结构从开始加载到完全破坏的全

过程，为研究整体结构在各个受力阶段的性能，特

别是倒塌阶段的性能提供依据。 

3  钢筋混凝土平面框架的推覆分析 

根据分析理论和分析程序的实现方法，结合清

华大学开发的基于 MSC.MARC 的 THUFIBER 程 
序[11―12]，对两个钢筋混凝土平面框架进行了位移控

制的推覆分析。THUFIBER 采用纤维梁单元模型，

并开发了混凝土和钢筋非线性特征的本构模型，可

以比较全面的模拟钢筋混凝土杆系构件的单向及

滞回受力行为，相关理论背景和验证算例参见文 
献[11―12]。 

图 1(a)为一按我国规范 7 度设防的 6 层 3 跨钢

筋混凝土框架，横向柱距 4m，纵向柱距 6m，层高

3.6m，场地类别为 II 类，设计地震分组为第二组，

建筑类别为丙类。按照 PKPM 的 SATWE 模块给出

的结果和三级框架构造措施进行配筋，梁截面

300mm×550mm，柱截面 550mm× 550mm，梁、柱

的混凝土强度等级均为 C30，梁、柱的纵向受力钢

筋均为 HRB335 级，箍筋为 HPB235 级。楼面、屋

面恒载均取为 7kN/m2(含楼板自重 )，活载为

2kN/m2。取中间一榀横向框架建模进行推覆分析，

采用倒三角形荷载模式。分别利用 MSC.MARC 程

序提供的弧长法和本文建议的多点位移控制法进

行推覆计算，得到推覆曲线如图 1(b)所示，可见采

用本文建议方法的推覆计算，可以稳定的追踪结构

的整个软化过程(误差限制为不平衡力<0.1%)。当结

构推覆到图 1(b)的 A 点时，中柱混凝土开始压碎，

结构侧向承载力急剧下降。此时弧长法已经不能收

敛，计算中止。而此时结构的倒塌过程才刚刚开始，

竖向倒塌模式不明显，故而难以基于弧长法结果来

分析研究结构的倒塌机理。而本文建议的基于多点

位移控制推覆分析方法，可以完整追踪结构的整个

破坏过程，结构最终为中柱柱脚在水平推覆侧力和

-P Δ 效应下的压弯破坏，见图 1(c)，此时对应于   
图 1(b)推覆曲线上的 B 点，可见本文方法可以清晰

反应结构的倒塌过程和机理。图 1(d)给出了本文推

覆分析得到的各层推覆力-顶点位移关系，可见它们

严格符合预设的侧向荷载模式比例。 
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(a) 推覆荷载比例 
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(b) 推覆结果 
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柱脚破坏柱脚破坏  
(c) 最终倒塌模式(变形放大 5 倍) 
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(d) 各层推覆荷载 

图 1  倒三角荷载单向推覆 
Fig.1  Monotonic pushover (inverted triangle distribution) 

近年来，随着多模态推覆方法(Modal Pushover 
Analysis[13])日益受到重视[14]，结构高阶模态推覆问

题也日益受到关注。与一阶推覆分析相比，高阶推

覆的数值计算难度更大。特别是如果想通过结构在

进入严重破坏阶段的往复推覆曲线评价结构的滞

回耗能能力，则目前的非线性计算方法大多无法满

足要求。图 2 所示为前文所示框架按照二阶振型 
(图 2(a))进行反复推覆分析，得到的滞回曲线如   
图 2(b)所示，图 2(b)中横坐标为结构顶点位移，纵

坐标模态力为所有楼层推覆力之和。从图 2(b)中可

以看出，本文建议方法计算过程稳定(收敛标准设为

不平衡力 1%的误差)，计算结果良好。这里需要指

出的是：当推覆位移超过荷载峰值点 A 以后，无论

是加载(位移增加，结构软化侧向抗力降低)，还是

卸载(位移减小，结构卸载侧向抗力降低)，结构的

侧向推覆荷载都要减小。这时传统的基于力的推覆

方法根本无法按照预设条件控制加载或卸载，也就

无法进行进入软化段后结构的往复推覆分析。 
此外，本文方法也可用于自适应推覆分析

(Adaptive Pushover Analysis[15])，即在每个增量推覆

分析步内，根据相应的推覆侧力分布模式应用本文

方法。 
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(a) 推覆荷载比例 
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(b)  推覆结果 

图 2  二阶模态荷载往复推覆 
Fig.2  Cyclic pushover analysis (second-mode distribution) 

4  结论 

本文提出了在原结构中引入刚性位移约束方

程保持恒定推覆侧力分布，实现位移控制的推覆分

析，并运用虚功原理阐述了利用位移约束保持恒定

推覆侧力分布的理论。以通用有限元程序

MSC.MARC 为例，介绍了如何实现基于多点位移

控制的推覆分析。最后通过实际算例，说明本文建

议方法在计算结构复杂非线性特别是软化过程中

的突出优势，能够获取结构从弹性阶段到完全失去

水平承载力全过程的平衡路径，为全面认识结构在

水平侧力作用下各个阶段的力学性能，特别是为结

构的倒塌分析，提供了有力工具。 
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附录：计算步骤简单算例 
算例 1 

首先用一个简单的弹性结构使本文第二节的证明过程

形象化。该结构由两个刚度分别为 1和 2的独立弹簧组成(如
图 A1 所示)，为了评价该结构的性能，对其施加比例为 2∶1
的荷载{F1,F2}T={4,2}T，通过计算可得位移为 d1=4 和 d2=1。 

k1=1 d1=4 F1=4

k2=2 d2=1 F2=2

k1=1 d1=4 F1=4

k2=2 d2=1 F2=2

 
图 A1  线弹性结构 

Fig.A1  Elastic structure 

作为比较，下面应用本文提出的引入刚性位移约束法求

解同一结构。为了保持荷载比例为 2∶1，基于式(1)，对原

结构增加位移约束方程： 
1 2 02 1 3 0d d d+ − =               (A1) 

与式(1)类似，d0 是由约束引入的附加位移。对位移约束引

入虚位移，由虚功原理可得： 
0 0 1 1 2 2 0F d F d F dδ δ δ− − =           (A2) 

上式中的虚位移 δd1、δd2和 δd0也应满足式(A1)的约束，即： 
1 2 02 1 3 0d d dδ δ δ+ − =             (A3) 

由式(A2)和式(A3)消去 d0可得： 
0 1 1 0 2 2(2 3 ) ( 3 ) 0F F d F F dδ δ− + − =        (A4) 

注意到 d1、d2 是加载自由度的位移，要使式(A4)对任意

虚位移 δd1、δd2恒成立，则 δd1、δd2对应的系数必须全部为

零，即： 
0 1 0 22 3 3 0F F F F− = − =  

k1=1 d1=4 F1=4 

k2=2 d2=1 F2=2 
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也就是 1F ∶ 2 2F = ∶1。 

所以通过引入本文建议的刚性约束方程，可以保证荷载

F 始终按比例施加。在位移控制加载计算过程中，通过逐步

增大 d0，直至当 d0=3 时，内力 R 与外力 F 平衡，此时

{R1,R2}T={F1,F2}T= {4,2}T,{d1,d2}T={4,1}T，结果正确。 
算例 2 

下面再通过一个理想弹塑性结构介绍本文方法的计算

步骤。结构仍由两个弹性刚度分别为 Ke1=1 和 Ke2=2 的独立

弹簧组成，屈服荷载均为 Fy1=Fy2=2，屈服变形分别为 dy1=2
和 dy2=1，屈服后刚度为 Kp=0，即理想弹塑性弹簧(如图 A2
所示)。 

 
图 A2  理想弹塑性弹簧模型力-位移关系 

Fig.A2  Load-displacement relation of ideal elastic-plastic 
spring model 

求解在加权平均位移 d0=3 时，结构的内力和变形分布。

结构的力平衡方程为： 

1 1 1

2 2 2

( )
{ } { } {0},{ } ,{ }

( )
R d F

R F R F
R d F
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

− = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

     (A5)
 

将位移约束方程式(A1)用矩阵形式表达： 
{ }({ }) [ ]{ } { } {0}gg d Q d d= − =        (A6) 

其中，[Q]={2,1}，{d}={d1,d2}T，{dg}=3d0。不妨用拉格朗

日乘子求解带约束式(A6)的原结构方程组{R}–{F}={0}，那

么新的结构方程组变化为： 
T{ } [ ] { } { } {0}

[ ]{ } { } {0}g

R Q F
Q d d

λ⎧ + − =⎪
⎨ − =⎪⎩

         (A7) 

对于本算例，需要求解关于{d1,d2,λ}T的非线性方程组： 

1 1

2 2

1 2 0

( ) 2 0
( ) 1 0

2 1 3 0

R d
R d
d d d

λ
λ

+⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ −⎩ ⎭ ⎩ ⎭

           (A8) 

式(A8)中反力 R1 和 R2 分别是位移 d1 和 d2 的非线性函

数，可用牛顿法迭代求解该非线性方程组： 
1( 1) ( ) ( )

1 1 1 1
( 1) ( ) ( )
2 2 2 2
( 1) ( )

( ) 0 2
0 ( ) 1
2 1 0

i i i
t

i i i
t

i i

d d K d
d d K d
λ λ

−+

+

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥

= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦

( ) ( )
1 1

( ) ( )
2 2
( ) ( )
1 2 0

( ) 2
( ) 1

2 1 3

i i

i i

i i

R d
R d
d d d

λ
λ

⎧ ⎫+
⎪ ⎪

+⎨ ⎬
⎪ ⎪+ −⎩ ⎭

 

               (A9)
 

式中：上标(i)为迭代次数；Kt1和 Kt2分别为两弹簧的切线刚

度。以弹性解开始迭代，可得： 

   

(0)
1 (0) (0)
(0) 1 1 1 1
2 (0) (0)
(0) 2 2 2 2 2

1(1)
1
(1)
2
(1)

4
( ) 2, ( ) 0

1 ,
( ) 2, ( ) 2

2

4 0 0 2 2 4 4.25
1 0 2 1 2 2 0.5
2 2 1 0 8 1 9 1

t p

t e

d
R d K d K

d
R d K d K

d
d

λ

λ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎧ = = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⇒⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨

= = =⎪⎩⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭⎩ ⎭

⎧ ⎫ −⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= − − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− + − −⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩⎩ ⎭

,⎪

⎪
⎭

 

(1) (1)
1 1 2 2( ) 2, ( ) 1R d R d= = 。                     (A10)

 
最 后 的 解 为 {R1,R2}T={F1,F2}T={2,1}T, {d1,d2}T= 

{4.25,0.5}T，d0=(2d1+d2)/3，结果正确。 
 

 

d 

Fy1=Fy2=2 

dy1=1 dy2=2 

Kp=0 
F 


